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MATRATZEN-MATHEMATIK
Eine Zeitreise durch die Geschichte der Algebra

Kirzlich empfahl mir eine Internetseite, meine Matratze haufig zu wenden. Ein Praven-
tologe fur Schlaf (sic!) und Stress erlautert dort die richtigen Wendepraktiken und de-
monstriert sie in einem Video mithilfe eines Papierbogens, mit dem sie sich nattirlich
viel leichter durchfiihren lassen als mit der schweren Matratze. An diesem Erlebnis sollten
wir unbedingt alle teilhaben, denn es steckt auch interessante Mathematik darin.

Positionieren wir uns also in Gedanken am Fufe des Bettes mit Blick auf das Kopf-
teil. Setzen wir weiter voraus, dass das Kopfteil in Richtung Norden und das FuBteil somit
in Richtung Stiden zeigt. Es gibt vier verschiedene Wendemanover, die wir mit der Mat-
ratze durchfuhren konnen, wenn sie am Ende wieder korrekt im Bettrahmen liegen soll.
Wir konnen sie um die Symmetricachse drehen, die genau in Nord-Stid-Richtung verlauft.
Dadurch wird die Oberseite zur neuen Unterseite und umgekehrt. Oder wir konnen sie
um die Symmetrieachse drehen, die in West-Ost-Richtung verlauft. Dadurch wird auch
die Oberseite zur neuen Unterseite, aber gleichzeitig wird das FuBende zum neuen Kopf-
ende. Drittens konnen wir die Matratze um 180° um die Achse drehen, die senkrecht zur
Matratze steht und durch deren Mittelpunkt fuhrt. Dadurch bleibt die Oberseite erhalten,
aber das Kopfende wird zum neuen FuBende. SchlieBlich konnen wir die Matratze gar
nicht bewegen. Naturlich mag es seltsam erscheinen, die »Nicht-Bewegung« Bewegung zu
nennen, aber wir wollen das trotzdem hier so stehen lassen; spater wird dieser Punkt
ganz klar werden.

Wir stellen uns vor, wir hatten mit der Matratze einige solche Wendemanover durch-
gefuihrt, und lassen sie fur den Moment liegen, denn die Art von Algebra, die in ihr steckt
und auf die wir bald zuriickkommen werden, ist relativ modern. Zuerst wagen wir einen
kurzen Blick weiter zurtick auf die Algebra, wie sie vor der »Matratzen-Mathematik« tib-
lich gewesen ist. Fur viele Menschen hat das Wort »Algebra« einen schalen Beigeschmack,
weil in unzahligen Schulstunden zu diesem Thema unzahlige Schiilerinnen und Schiiler
nicht allzu viel verstanden haben. »Ist das nicht das mit den Buchstaben?«, fragte mich
kiirzlich ein Nachbar, als ich mich erkundigte, ob er noch etwas tiber Algebra wisse. In
der Tat legen viele Menschen diese Disziplin in dem Regalfach ab, in dem zermiirbendes
Rechnen mit Unbekannten in Gleichungen stattfindet. Und dort verstaubt sie dann nicht
selten. Wir wollen versuchen, die Schublade zu 6ffnen und ein wenig zu liiften ...

Das Wort »Algebra« stammt von arabisch al-gabr, »das Erganzen«. Der arabische Mathe-
matiker al-Chwarizmi, der im 9. nachchristlichen Jahrhundert in Bagdad wirkte, verfasste
cin Standardwerk tber Algebra, Das kurz gefasste Buch tiber die Rechenverfahren durch Er-
ganzen und Ausgleichen, in welchem er altere Methoden, vor allem aus Griechenland und
Indien, erganzte und verfeinerte. Grob kann man die klassische von der modernen Al-
gebra folgendermaBen unterscheiden: Wahrend es in der klassischen Algebra vor allem
um den Umgang mit Gleichungen und die Eigenschaften ihrer Losungen geht, widmet
sich die moderne Algebra dem Wenden von Matratzen. Das ist natiirlich ebenso uber-
spitzt wie falsch. Wir wollen das trotzdem zunichst genauso wie die Matratze liegen las-

sen und spater prazisierend darauf zuriickkommen.
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Gleichungen sind in der wissenschaftlichen Welt von fundamentaler Bedeutung. Und es
gab in der Geschichte der Mathematik von jeher mindestens zwei gute Beweggriunde,
sich mit dem Losen von Gleichungen zu befassen: Einerseits begegneten den Menschen
immer wieder Gleichungen in Anwendungsbereichen. Und das war seit den ersten
menschlichen Hochkulturen der Fall. Seien es nun Fragen der Landvermessung, der Ar-
chitektur oder der Astronomice, scien es Fragen des Handels oder des Erbrechts, immer
wieder tauchten Gleichungen wie drangende Fragen auf, die nach einer Antwort verlang-
ten. Andererseits war das Losen von Gleichungen natiirlich immer auch einfach eine He-
rausforderung, der man sich stellen wollte. Und es war ja auch immer denkbar, dass sich
plotzlich praktische Aufgaben ergeben konnten, die genau diese Art von Gleichungsauf-
losung notig machten. Das ist heute nicht anders. Wer das Verhalten ciner Epidemie mo-
dellieren und prognostizieren will, 10st Gleichungen. Wer mit Computern Schnittbilder
durch menschliche Korperteile herstellen will, Iost Gleichungen. Wer die Steuerung einer
Stauwerkregulierung berechnen will, 10st Gleichungen. Wer das Schwingungsverhalten
von Gebiude- oder Maschinenteilen analysieren will, 16st Gleichungen. Und diese Bei-
spiele lieBen sich endlos fortsetzen. Nattirlich waren friher die Anwendungen anders,
meist auch weniger komplex. Aber das andert nichts an der Tatsache, dass man schon

friher Gleichungen losen musste, wenn auch einfachere als heute.

Die einfachsten Gleichungen sind die linecaren Gleichungen. Eine Gleichung wie

F—(Ux~15)=2 %+

legt uns keine groBfen Hindernisse in den Weg. Man kann die beiden Seiten als gleich
groBe Gewichte auf den beiden Schalen einer altmodischen Apothekerwaage auffassen.
Indem man dann auf beiden Waagschalen immer gleich viel addiert oder subtrahiert,
kann man cine Situation erreichen, in der auf der einen Schale nur x allein und auf der
anderen nur gegebene Zahlen »liegen«; auf diese Weise hat man nach der Unbekannten
aufgelost. In unserem Beispiel sihe das so aus:

F—(Mx~15)= 0 x+9

> 22-Mx=0x+9 |+ 78x
=>42L=20x+9 [

> 13 =20x I %5

> 15

20 ~

——
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Und dieses Vorgehen ist bei allen linearen Gleichungen moglich. Ubrigens ist das konse-
quente Darstellen ciner Gleichung in Formelsprache mit (zum Beispiel) dem Buchstaben
x als Unbekannte noch gar nicht so alt ist. Zu verdanken haben wir diese 0konomische
und ubersichtliche Notation vor allem dem franzosischen Philosophen und Mathemati-
ker René Descartes, der sie in seiner erstmals 1637 veroffentlichten Abhandlung Discours
de la méthode eingefiihrt hat. Da wir heute darauf keinesfalls mehr verzichten méchten,
stellen wir im Folgenden Gleichungen modern dar und eben nicht in der schwerfalligen

Art, wie sie in derjenigen Zeit notiert wurden, aus der sie stammen.

Etwas mehr Widerstand setzte die quadratische Gleichung den antiken Forschern entge-

gen. Bei einer Gleichung wie

)(‘2-(-57(:: 4%?5

ist zunachst unklar, wie man nach der Unbekannten auflosen soll, da diese an zwei Stellen
und zudem mit unterschiedlichen Exponenten auftaucht. Eine glanzende Idee, die schon
al-Chwarizmi gekannt hat, bestcht darin, die linke Seite ciner quadratischen Erginzung zu

unterwerfen.

89



Dazu interpretieren wir die Gleichung geometrisch und stellen x? durch ein Quadrat mit
Seitenliange x dar. Freilich geht das nur, wenn man eine positive Losung erwartet, und
das war eben zu al-Chwarizmis Zeiten der Fall. Den Summanden 6x miissen wir konse-
quenterweise ebenfalls geometrisch deuten, und wir tun das, indem wir ihn halbieren
und an das Quadrat zwei kongruente Rechtecke mit den Seitenlangen 3 und x anbauen.
Nun macht die Abbildung eindrticklich klar: Wenn wir in der Ecke oben rechts ein kleines
Quadrat hinzuftigen diirften, dann wiirde dieses unsere Figur zu cinem groBfen Quadrat
erginzen. Und das zu erganzende kleine Quadrat miisste den Flicheninhalt 9 = 3% haben.
Wenn wir also auf jeder der beiden Seiten der Gleichung 3? addieren, dann wird die linke
Seite gerade ein Quadrat sein, nimlich das Quadrat mit Seitenlinge x+3.

Diesen Schritt nennt man quadratisches Erganzen, und er legitimiert die folgende

XP+6x = 17.25

= X2 46X+ 9 = 11 9549
= (x+3)} = 20.25

= X+8 =+ 4.5

> X=—F+45

Wir finden also, dass die Gleichung zwei Losungen hat, namlich 1.5 und -7.5.

Umformung:

Nach der erfolgreichen Losung der quadratischen Gleichung verstrichen viele Jahrhun-
derte, bis es endlich gelang, die »nachstschwierigere« zu losen: die kubische Gleichung,
bei der die Unbekannte in der ersten, zweiten und auch noch dritten Potenz vorkommen

kann wie etwa in diesem Beispiel:

X+ x2-10x+4=0

Die Geschichte um diesen erheblichen algebraischen Fortschritt ist so spannend, dass sie
hier kurz nachgezeichnet werden soll. Ausfuhrlich findet man sie etwa in dem tberaus
empfehlenswerten Buch Der Rechenmeister von Dieter Jorgensen.

Venedig, 17. Januar 1535. Niccolo Tartaglia wusste, was ihm bliihte, als er Gberall an den
Mauern die rotlichen Zettel aufgehingt sah. Ein gewisser Antonio Maria Fior forderte
ihn zum Wettkampf heraus, und die Gepflogenheiten wollten es, dass der Verlierer be-
ruflich erledigt sei und die Stadt verlassen miisse und dass die Kunde von dieser Schmach
sich in wenigen Tagen bis nach Rom ausbreite.

Mathematische Duelle waren damals ublich, ganz im Gegensatz zu heute. Tartaglia
hatte sich selbst schon in Verona solchen Wettkampfen stellen miissen, war bisher aber
immer als Sieger daraus hervorgegangen. Jetzt war er ein bekannter venezianischer Rechen-
meister und Privatlehrer und hatte einiges zu verlieren, seinen Ruf, secine Rechenauftrage,

seinen ganzen Lebensunterhalt. Im Februar 1512 hatten die Franzosen seine Geburtsstadt
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Brescia gepliindert und den Knaben mit mehreren Schwerthieben ins Gesicht so stark ver-
unstaltet, dass er eine Zeitlang kaum mehr sprechen konnte und spater stotterte. Das hatte
ihm den Beinamen »Tartaglia«, der Stotterer, eingetragen. Fior dagegen war vollig unbekannt.
Er war ein Schiiler von Scipione del Ferro, einem Professor fiir Mathematik in Bologna, und
er hatte das Gluick, dass dieser ihm auf dem Sterbebett die Losung einer Aufgabe anvertraute,
die bis dahin noch kein Mensch losen konnte. Mit diesem Geheimwissen im Gepack konnte
Fior den Rechenmeister Tartaglia leicht herausfordern; Fior konnte sich praktisch sicher
sein, dass er den Wettkampf gewinnen und damit den ungeliebten Konkurrenten aus Vene-
dig vertreiben wiirde, um dann an seiner Stelle lukrative Rechenauftrige zu erhalten.

Jeder stellte dem anderen dreiBig Aufgaben, die am Stichtag unter den Augen cines
Notars jedem Kombattanten in einem versiegelten Kuvert tuberreicht wurden. Doch wiah-
rend Tartaglias Aufgaben nicht besonders anspruchsvoll waren und mit der damals bekann-
ten Mathematik (etwa der Summa von Luca Pacioli) gelost werden konnten, stellte Fior
dreifig Aufgaben vom selben Typ. Ein Kubus und einige seiner Seiten sind gleich einer
Zahl: x> + p-x = g. Immer wieder. Dreifig Mal. Und das war genau die Art von Aufgabe, die
bis dahin noch kein Mensch losen konnte (bis auf Fior und seinen verstorbenen Professor).
Es war einzig bekannt, dass sich jede kubische Gleichung durch cine geeignete Substitution
so umarbeiten lasst, dass nachher kein quadratischer Summand darin vorkommt.

Tartaglia schaumte vor Wut, als er die Aufgaben las, galten sie doch zu jener Zeit als
unlosbar; selbst Luca Pacioli hatte das nur Jahre zuvor noch in seiner Summa festgehalten.
Tartaglia schaffte es aber, in den dreiBig Tagen, die den beiden zur Verfligung standen, alle
Aufgaben zu l6sen, wihrend Fior keine einzige der ihm gestellten Aufgaben bewaltigte.

Die Idee, die Tartaglia benutzte, war eine Weiterfiihrung des quadratischen Ergan-
zens, mit dem sich quadratische Gleichungen 16sen lassen. Er erfand cine Art kubisches
Erginzen, das heiBt, er interpretierte die Summanden x° + p-x als Teile cines Wiirfels und
erginzte diesen dann entsprechend. Der Wiirfel besteht aus dem kleineren Wiirfel x°,
drei daran angelagerten identischen Quadern, deren cine Seitenlinge x betragt und die

zusammen p-x ergeben, sowie dem fehlenden kleinen Wurfel.

AL X ! f 2’
e

91



Tartaglia konnte daraus verschiedene Gleichungen ablesen und schlieBlich die folgende

el T |

Es muss aber betont werden, dass ein wirklich sauberer mathematischer Umgang mit die-

Formel herleiten:

ser Formel komplexe Zahlen notig macht, die hier allerdings zu weit fiihren wiirden. Au-
Berdem ist diese Formel heute im Computer-Zeitalter eigentlich entbehrlich geworden.
Jetzt, da praktisch unbegrenzte Rechenleistung zur Verfligung steht, werden solche Glei-
chungen numerisch gelost, also mithilfe von Algorithmen, die sehr schnell gegen eine
Losung konvergieren und diese dann mit hoher Genauigkeit ausspucken.

Es ist nachtraglich nicht mehr einfach, die Geschehnisse im 16. Jahrhundert mit letzter
Sicherheit nachzuzeichnen. Das Folgende gilt aber als einigermaBen gesichert: Antonio
Maria Fior hatte die Losung der kubischen Gleichung nicht selbst erarbeitet, sondern sie
von seinem Lehrer erhalten. Niccolo Tartaglia hingegen scheint die Gleichung selbststin-
dig und unabhingig von del Ferro gelost zu haben, und zwar gerade einmal acht Tage
vor dem offentlichen Duell, zu dem er von Fior herausgefordert worden war. Der italie-
nische Mathematiker und Universalgelehrte Gerolamo Cardano (1501-1576) hat Tartaglia
die Losung unter Leistung eines Schweigegeltiibdes entlockt, sie dann aber 1545 in seinem
Hauptwerk Ars magna dennoch veroffentlicht. Zu seiner Ehrenrettung muss allerdings er-
ganzt werden, dass er die Vorgeschichte, die zu dieser Losung fiihrte, ausfiithrlich erwahnt
hat. In der Ars magna heiBt es namlich:
»Scipio Ferro aus Bologna entdeckte vor etwa dreifig Jahren den Inhalt des folgen-
den Kapitels und machte dem Antonio Maria Fior davon Mitteilung. Als Fior einst-
mals mit Nic. Tartaglia aus Brescia einen Wettkampf hatte, gab er diesem dadurch
Gelegenbheit, selbst die gleiche Entdeckung zu machen. Von Tartaglia erhielt ich die
Mitteilung, unter Vorenthaltung eines Beweises. Veranlasst durch diese Anregung,
suchte ich nach einem Beweise und werde nunmehr die fiir die Einzelfille von mir

mit grofer Anstrengung ersonnenen Beweise vorfuhren.«

In der Folge entflammte ein viele Jahre wahrender Streit zwischen Cardano und Tartaglia.
Der hitzige Tartaglia uberschtittete Cardano mit Vorwirfen, wahrend dieser die Verteidi-
gung sciner Position meist seinem Schiiler Lodovico Ferrari tiberlief. Den im Laufe dieses
Disputs angesammelten Veroffentlichungen verdanken wir vor allem unsere Kenntnisse
dartiiber, wie es gelang, was in den Jahrtausenden vorher niemand geschafft hatte.
Dieses Stiick Mathematikgeschichte bietet alle Facetten von Schonheit: Die Entdeckung
hat eine groBe Tragweite, weil zum ersten Mal uberhaupt kubische Gleichungen losbar wur-
den. Sie hat eine hohe emotionale Wirksamkeit, weil es um den letztlich siegreichen intel-
lektuellen Kraftakt in einer fast aussichtslosen Situation geht. Sie bietet die Moglichkeit,
absolute Klarheit und tiefes Verstehen zu erlangen. Und sie erzeugt Bewunderung fiir den
sicheren Spursinn, mit dem cin glanzender Mathematiker eine bewahrte Methode in cine
hohere Dimension tibertragen konnte. Die Algebra, damals noch immer im Losen von Glei-
chungen verhaftet, hat also im 16. Jahrhundert einen bedeutenden Schritt vorwarts gemacht,

aber wir sind noch immer cine gute Strecke entfernt von der Matratzen-Mathematik.
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Alle Gleichungen, die wir bisher untersucht haben, nennt man »Polynomgleichungenc.
Solche konnen immer so umgebaut werden, dass sie auf der einen Seite aus der Zahl 0
und auf der anderen aus einer Summe von reellen Vielfachen von nattirlichen Potenzen
der Unbekannten bestehen. Der hochste vorkommende Exponent wird dabei »Grad« der
Polynomgleichung genannt. Die lineare Gleichung ist also eine Polynomgleichung vom
Grad 1, und wir haben gesehen, dass ihre Losung immer trivial ist. Eine quadratische
Gleichung ist demzufolge cine Polynomgleichung vom Grad 2, und wir haben uns tiber-
zeugen konnen, dass jede solche mithilfe des quadratischen Erganzens gelost werden
kann. Dank Tartaglia und seinen Zeitgenossen wissen wir nun auch, wie man Polynom-
gleichungen vom Grad 3 16sen kann. Wie steht es um die Polynomgleichung vom Grad 4,
die »quartische Gleichung«? Und wie ist es mit Gleichungen noch hoheren Grades? Fuinf-
ten Grades? Sechsten Grades? Zunichst einmal sollten wir festhalten, dass es Polynom-
gleichungen beliebig hohen Grades gibt, die man losen kann. Beispielsweise kann man
die Polynomgleichung funften Grades

Xf“)({‘—/\'"”%::ﬁ

durchaus mit wenig Aufwand 1osen. Man kann die linke Seite namlich faktorisieren in:

’~)("‘-X+/:6<2+1)/XM)(;{—1)2

Und somit ist dieser Term genau dann gleich null, wenn wir fur x entweder -1 oder 1 ein-
setzen. Die entscheidende Frage ist aber nicht, ob wir in der Lage sind, einzelne Gleichungen
vom Grad 5 zu losen, sondern ob jede Polynomgleichung eines bestimmten Grades mit
derselben Formel geknackt werden kann. Einzelne Gleichungen konnen immer einfach
sein; eine Fortsetzung der bisherigen Erfolge musste aber heifen, dass wir Formeln gene-
rieren konnen, die jeweils jede nur denkbare Gleichung eines bestimmten Grades losen kann.
Dazu gibt es cine gute und viele schlechte Nachrichten. Kurz nach der kubischen Gleichung,
also der Polynomgleichung dritten Grades, wurde auch die quartische Gleichung geknacke,
ebenfalls in Italien. Die erste geschlossene Losung fur Gleichungen der Art

) 4 B ] . 2 d. —_— ﬁ
a- Xt A4 CX+d xt €=

wurde vom italienischen Mathematiker Lodovico Ferrari (1522-1565) entwickelt. Sein Leh-
rer Gerolamo Cardano publizierte sie in seinem Standardwerk Ars magna zusammen mit
der von del Ferro und Tartgalia entwickelten Methode zur Losung der kubischen Glei-

chung. Und naturlich war damit der Hunger noch lange nicht gestillt: Konnte man auch

fiir Polynomgleichungen noch hoheren Grades Formeln finden?

Diese spannende Frage blieb fuir lange Zeit unbeantwortet. Um 1770 veroffentlichte der
Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) seine Volistindige Anleitung zur Al-
gebra. Sie ist noch heute schr lesenswert und fasst das gesamte algebraische Wissen der
damaligen Zeit auf didaktisch gut aufbereitete Weise zusammen. Mit tiber hunderttau-
send verkauften Exemplaren gehorte dieses zweibandige Lehrbuch zu den erfolgreichsten
mathematischen Publikationen sciner Zeit. Interessant ist, wie Euler damals die Algebra
beschrieb, denn das zeigt deutlich, dass wir noch immer nicht bei der Matratzen-Mathe-

matik angekommen sind:
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»Die Haupt-Absicht der Algebra so wie aller Theile der Mathematic ist dahin gerich-
tet, daB man den Werth solcher GroBen, die bisher unbekant gewesen bestimmen
moge, welches aus genauer Erwegung der Bedingungen, welche dabey vorgeschrieben
und durch bekante GroBen ausgedriickt werden, geschehen muf. Dahero die Algebra
auch also beschrieben wird, da darinnen gezeigt werde wie man aus bekanten Gro-
Ben unbekante ausfindig machen konne.«

Das Losen von Gleichungen stand also im Zentrum der Algebra. Euler schloss sein Werk
mit der Bemerkung, dass er bei allen angesprochenen Fragen gentigend Gelegenheit ge-
funden habe, die »vornehmsten Kunstgriffe zu erklaren«, welche bisher in der Algebra
Anwendung gefunden hatten. Noch immer allerdings war die Frage unbeantwortet, wie
es wohl um das Losen von Polynomgleichungen fiinften und hoheren Grades steht. Kann
man sie ebenfalls mit geschlossenen Formeln 16sen, die allein aus rationalen Zahlen, den
vier Grundoperationen und Wurzelausdriicken aufgebaut sind?

Leider muss das verneint werden. Im Jahr 1799, 16 Jahre nach Eulers Tod, versuchte
der italienische Mathematiker Paolo Ruffini zu beweisen, dass Polynomgleichungen funf-
ten und hoheren Grades nicht mehr durch »Radikale« aufgelost werden konnen. Darunter
versteht man geschlossene Terme, die allein aus rationalen Zahlen, den vier Grundope-
rationen und Wurzeln zusammengebaut sind, also genau aus denjenigen Dingen, die man
sich in einer Auflosungsformel wunscht. Nattirlich gibt es, wie oben erwahnt, immer Bei-
spicle solcher Gleichungen, die elementar sind, aber es gibt offenbar keine Formel, die
simtliche Gleichungen dieses Typs aufzulosen vermag. Es scheint so zu sein, dass die Kraft
der formalen Auflosung nach Grad 4 an cine grundsitzliche Grenze stoft.

Der Beweis von Ruffini stellte sich als Itickenhaft heraus, weshalb cine weitere Beschafti-
gung mit dieser Problemstellung notig wurde. Ein vollstandiger Beweis gelang erst 25 Jahre
spater dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel. Darum nennt man den Satz,
der die prinzipielle Unlosbarkeit von Polynomgleichungen funften und hoheren Grades
durch geschlossene Formeln feststellt, »Satz von Abel-Ruffini«. Damit ist vieles geklart:
Polynomgleichungen ersten, zweiten, dritten und vierten Grades kann man - wenn auch
mit zunehmender Komplexitit - durch geschlossene Formeln 10sen, die allein mit ratio-
nalen Zahlen sowie den vier Grundoperationen und Wurzelbildungen auskommen. Ab
Grad 5 ist das prinzipiell nicht mehr moglich, auch wenn in Einzelfallen nattirlich immer
wieder Losungsformeln gefunden werden konnen. Die Algebraiker haben also alles aus
den Auflosungsformeln herausgeholt, was moglich ist. Als kronenden Abschluss bewies
Carl Friedrich GauB in seiner Dissertation (1799) den »Fundamentalsatz der Algebra«. Er
besagt, dass auf dem Korper der komplexen Zahlen jedes Polynom in Linearfaktoren zer-
fallt. Was das heifen soll? Nun, das muss an dieser Stelle noch etwas schwammig bleiben.
Es bedeutet, dass jede Polynomgleichung vom Grad n als Produkt von z linearen Faktoren
geschrieben werden kann, allerdings nur, wenn man komplexe Zahlen zulasst. Zum Bei-

spiel kann die Polynomgleichung dritten Grades

x4 L2x*=b5x—-6=0

folgendermaBen in lineare Faktoren aufgespalten werden:

(x-2)(c+1)(x +3)=0
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woraus sofort ersichtlich ist, dass sie genau drei Losungen besitzt, namlich die Zahlen 2,
-1 und -3. GauB gelang es zu beweisen, dass eine Polynomgleichung stets genauso viele
(nicht notwendigerweise verschiedene) Linearfaktoren und damit Losungen besitzt, wie
es der Grad der Gleichung anzeigt. Nur stimmt das eben nicht, solange wir unser Rechnen
auf reclle Zahlen beschranken. Wir miussten dazu in die Welt der komplexen Zahlen ein-

tauchen, aber darauf wollen wir hier verzichten.

Jetzt ist es hochste Zeit, zu der Matratze zuruckzukehren. Wir erinnern uns:

=

Die Matratze verlauft in Nord-Stuid-Richtung. Wir stehen am stidlichen Ende und wollen
die Matratze wenden. Es gibt vier verschiedene Wendemanover, die wir mit der Matratze
durchfihren konnen, wenn sie am Ende wieder korrekt im Bettrahmen liegen soll. Wir
konnen sie um die Symmetrieachse drehen, die genau in Nord-Siid-Richtung verlauft.
Dadurch wird die Oberseite zur neuen Unterseite und umgekehrt; und wir nennen dieses
Manover L (Langs). Oder wir konnen sie um die Symmetrieachse drehen, die in West-
Ost-Richtung verlauft. Dadurch wird auch die Oberseite zur neuen Unterseite, aber gleich-

zeitig wird das FuBende zum neuen Kopfende; und wir nennen dieses Manover Q (Quer).
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Drittens konnen wir die Matratze um 180° um die Achse drehen, die senkrecht zur Mat-
ratze steht und durch deren Mittelpunkt fiihrt. Dadurch bleibt die Oberseite erhalten,
aber das Kopfende wird zum neuen FuBende; wir nennen diese Bewegung R (Rotation).
SchlieBlich konnen wir die Matratze gar nicht bewegen; wir nennen diese »Bewegung« I
(Identitat). All diese Wendemanover sind - und das ist nun besonders wichtig - Symme-
tricoperationen. Das bedeutet, dass die Matratze nach einer solchen Operation genauso
aussicht wie vorher und genauso korrekt im Bettrahmen liegt. Ein Uneingeweihter, der
vor und nach einer solchen Operation ins Schlafzimmer gefuhrt wird, konnte nicht sagen,
ob mit der Matratze irgendein Wendemanover durchgefuhrt worden ist oder nicht. Und
festhalten wollen wir auch noch, dass es abgeschen von den erwihnten vier Wendema-
novern keine weiteren Symmetricoperationen gibt.

Was geschicht, wenn wir zuerst L und dann wieder L anwenden? Nun, dann wird die
Matratze wieder in der urspriinglichen Position sein; statt erst L und dann L anzuwenden,
hatten wir also ebenso gut I anwenden konnen. Wir schreiben daher kurz: LoL=I, wobei
wir die Operation »o« als das Nacheinanderausfiithren zweier Bewegungen verstehen und
»Matratzen-Multiplikation« nennen wollen. Was geschieht, wenn wir L mit Q »Matratzen-
multiplizieren, also zuerst L und dann Q anwenden? Wenn wir es ausprobieren, schen
wir, dass es genau der Bewegung R entspricht. Wir schreiben daher kurz: LoQ=R. Wenn
wir auf diese Weise alle moglichen »Matratzen-Multiplikationen« von zwei Wendemano-
vern analysieren, so erhalten wir die folgende Multiplikationstabelle:
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Daran ist Folgendes wesentlich: Erstens: Wir haben es mit ciner Menge {I, L, Q, R} von

b~

vier »Dingen« oder »Objekten« zu tun. Zweitens: Auf dieser Menge ist eine Operation er-
klart. Genauer noch: Die Menge ist abgeschlossen unter der Operation o, was heifit, dass
das Anwenden der Operation o auf zwei beliebige Dinge der Menge wieder ein Ding die-
ser Menge erzeugt. Drittens: Die Menge enthilt ein Neutralelement; darunter versteht
man cin Ding, welches - zu irgendeinem Ding der Menge multipliziert - dieses Ding
nicht verandert. Diese etwas kryptische Formulierung meint einfach, dass, wenn X ir-
gendein Ding der Menge ist, dann IoX = Xol = X ist. Die Identitat I verhalt sich also wie
die Zahl 1 bei der gewohnlichen Multiplikation von Zahlen: Eine Zahl wird durch Mul-
tiplikation mit 1 nicht verandert. Viertens: Jedes Ding der Menge besitzt cine Inverse.
Das bedeutet: Wenn X irgendein Ding der Menge ist, so gibt es ganz sicher ecin Element
Y der Menge, sodass XoY = I ist. Beispielsweise hat L die Inverse L, weil LoL=I ist. Uber-
haupt ist in unserem Matratzen-Beispiel jedes Ding seine cigene Inverse, weil die Anwen-
dung irgendeines Wendemanovers auf die Matratze mit demselben Wendemanover
ruckgangig gemacht werden kann.

Eine Struktur mit diesen Eigenschaften nennt man in der Mathematik eine »Gruppe«.

(Es miusste allerdings noch gefordert werden, dass die Operation »assoziativ« ist, aber das
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ist fur unsere Zwecke nicht so wichtig.) Das Konstrukt einer Gruppe mag auf den ersten
Blick abstrakt und daher wenig brauchbar erscheinen. Aber gerade der Abstraktheit und
Einfachheit wegen hat es nebst der Matratzen-Mathematik besonders viele Anwendungen.
Hier sind nur wenige Beispiele, die das verdeutlichen sollen:

Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen bildet zusammen mit der Addition eine Gruppe.
Die Menge der ganzen Zahlen ist sicherlich abgeschlossen unter Addition, weil die
Summe von zwei ganzen Zahlen wieder cine ganze Zahl ist. Das Neutralelement beztig-
lich dieser Operation ist die Zahl 0, und jede ganze Zahl z hat eine Inverse, namlich -z.
Die Gesamtheit aller rationalen Zahlen auBer 0 zusammen mit der gewohnlichen Multi-
plikation und dem Neutralelement 1 bildet ebenfalls ecine Gruppe. Die 0 muss man aus-
schliefen, weil sie bezliglich Multiplikation keine Inverse hat; es gibt ja keine rationale
Zahl r, fur die r-0 = 1 ware. Auch die Menge aller Bewegungen eines Rubik-Wiirfels ist
eine Gruppe; und genau darum eignet sich die Gruppentheorie hervorragend, um dieses
Spiel zu untersuchen. Betrachten wir des Weiteren das Pentagramm, mit dem Faust den
Mephisto gebannt hat, so gibt es offenbar 10 Symmetricabbildungen, welche die Figur
unverandert lassen, namlich 5 Drehungen um den Mittelpunkt, deren Drehwinkel ein
Vielfaches von 36075 sind, und zudem 5 Spiegelungen an den Geraden, die den Mittel-
punkt mit den Ecken verbinden.

Die Menge all dieser Symmetricabbildungen ist eine Gruppe, wenn wir als Operation
das Hintereinanderausfithren von zwei Symmetrieabbildungen verstechen. Und falls wir
die Symmetrien der Figur nicht kennen wirden, so wiirde diese Gruppe daruber Aus-
kunft geben. Tatsachlich lassen sich Symmetrien in der Mathematik vortrefflich mithilfe
von Gruppen beschreiben. Als »Symmetriegruppe« eines geometrischen Objekts bezeich-
net man die Menge aller Kongruenzabbildungen, die das Objekt auf sich selbst abbilden.
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SchlieBlich haben wir das Matratzen-Beispiel; die Gruppe {L, Q, R, I} zusammen mit der
oben beschriebenen Operation nennt man »Klein’sche Vierergruppe«, weil der deutsche
Mathematiker Felix Klein sie 1884 in seinen Vorlesungen vorgestellt hat. Sie ist die kleinste
nichtzyklische Gruppe, was bedeutet, dass es unmoglich ist, ihre vier Elemente aus einem

cinzigen dieser Elemente durch Mehrfachanwendung der Operation zu erzeugen.

Gruppentheorie ist fur die moderne Mathematik sehr wichtig, denn man kann in einer
einheitlichen Sprache sowohl geometrische Sachverhalte (wie etwa Symmetrien) als auch
algebraische Regeln ausdriicken. Anwendungen gibt es unzahlige, auch in der Chemie,
der Physik, der Kristallografie und anderen Gebieten. Fur uns stellt sich aber eine andere
Frage: Was genau hat diese »Matratzen-Mathematik« mit Algebra zu tun?

Dazu blenden wir kurz zuruck: 1799 hat Gaul den Fundamentalsatz bewiesen. Zuvor
haben die Algebraiker nachgewiesen, dass Polynomgleichungen vom Grad 1, 2, 3 oder 4 mit
Formeln (Radikalen) aufgelost werden konnen, dass das aber grundsatzlich nicht mehr geht,
sobald der Grad 5 oder hoher ist. Gleichwohl haben wir geschen, dass einzelne Gleichungen
hoheren Grades durchaus einfach gelost werden konnen, aber es gibt keine Formel fur sam-
liche Falle. Es stellt sich also die Frage, unter welcher Bedingung eine Gleichung mit Radikalen
aufgelost werden kann. Wie kann man das einer konkreten Gleichung ansehen? Auf diese
Frage konnte der franzosische Mathematiker Evariste Galois (1811-1832) eine besonders ele-
gante und uberraschende Antwort geben. Allerdings hatte er dazu fast keine Zeit ...

Im Morgengrauen des 30. Mai 1832 fand sich Galois am vereinbarten Ort zu einem Duell
ein, dessen Anlass wahrscheinlich die Tochter eines am Sanatorium »Sieur Faultrier« tati-
gen Arztes war. Dabei erlitt er einen Bauchdurchschuss, dem er tags darauf erlag. In der
Nacht vor dem Duell hatte er ein Manuskript tiberarbeitet, das alle seine Forschungser-
gcbnisse der vergangenen Monate enthielt und daneben als Randbemerkung den Satz
»Je n’ai pas le temps« - so als hitte er seinen baldigen Tod geahnt. In diesem Manuskript
erschuf er eine vollig neuartige Mathematik, indem er ein Verfahren schilderte, mit dem
sich entscheiden lisst, ob cine Gleichung durch Radikale losbar ist oder nicht. Die Grund-
idee ist die folgende: Galois gelang es, jeder Gleichung eine bestimmte Gruppe zuzuord-
nen, und zwar so, dass man der Gruppe anschen kann, ob die Gleichung losbar ist, und
gegebenentfalls sogar, mit welchen Wurzelgraden die Losung gelingen wird. Die techni-
schen Details konnen hier nur grob angedeutet werden: Galois benutzte all jene aus den
Losungen x1, x2, ... der Gleichung bildbaren Terme, deren Wert 0 ergibt, und suchte dann
Vertauschungen (Permutationen) der Losungen, bei denen diese Terme ihren Wert nicht
verandern. Die Gesamtheit all dieser Vertauschungen bildet die »Galois-Gruppe« der Glei-
chung. Und dieser Gruppe kann man all das ansehen, was im Hinblick auf eine allfillige
Auflosung der Gleichung charakteristisch ist.

Man kann sagen, dass sich mit Galois der Blick auf die Algebra vollkommen verindert
hat. Weg von dem konkreten schrittweisen Auflosen von Gleichungen und hin zu der Un-
tersuchung von abstrakten Strukturen wie etwa Gruppen. Seither werden in der Mathe-
matik immer wieder Typen von Objekten in Bezichung gesetzt, die oberflichlich nichts
miteinander zu tun haben, die aber dank einer tiefer liegenden Verwandtschaft aufschluss-
reiche Querbezuge ermoglichen - wie etwa Gleichungen und Gruppen. Selten kann man
mathematische Umwalzungen so prazise datieren, aber hier konnen wir etwas zugespitzt
sagen, dass die moderne Algebra in der Nacht auf den 30. Mai 1832 ihren Anfang genom-
men hat: von der Gleichungs- hin zur Matratzen-Mathematik.
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AUFGABEN

7.1
Die folgende Gleichung ist ecinfach zu losen, obwohl es ecine Polynomgleichung vom
Grad 3 ist. Konnen Sie herausfinden, wie? x* + x> - 10x + 8§ = 0

7.2
Konnen Sie die Gleichung x? + 2x = 63 durch quadratisches Ergiinzen 16sen?

73
Die erste Aufgabe, die Fior dem armen Tartaglia gestellt hat, war diese: x> + x =6

Konnen Sie sie mithilfe von Tartaglias Formel 16sen?

74
Betrachten Sie die Menge M={0,1,2,3,...,11}. Wir fiithren auf ihr eine Operation o cin, die
Folgendes leistet: Zwei Zahlen werden »gewohnlich« addiert, aber nachher wird von dieser
Summe noch der Rest nach Division durch 12 genommen. Etwas mathematischer wiirde
man das so notieren: 70/ := (i + j) mod 12

Konnen Sie beweisen, dass M zusammen mit der Operation o ecine Gruppe ist? Was
wire das Neutralelement? Was wire die Inverse irgendeiner Zahl aus M?
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