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m At r Atz e n - m At hem At ik
eine Zeitreise durch die Geschichte der Algebra

kürzlich empfahl mir eine internetseite, meine matratze häufig zu wenden. ein Präven-

tologe für schlaf (sic!) und stress erläutert dort die richtigen Wendepraktiken und de-

monstriert sie in einem video mithilfe eines Papierbogens, mit dem sie sich natürlich

viel leichter durchführen lassen als mit der schweren matratze. An diesem erlebnis sollten

wir unbedingt alle teilhaben, denn es steckt auch interessante mathematik darin.

Positionieren wir uns also in gedanken am fuße des Bettes mit Blick auf das kopf-

teil. setzen wir weiter voraus, dass das kopfteil in richtung norden und das fußteil somit

in richtung süden zeigt. es gibt vier verschiedene Wendemanöver, die wir mit der mat-

ratze durchführen können, wenn sie am ende wieder korrekt im Bettrahmen liegen soll.

Wir können sie um die symmetrieachse drehen, die genau in nord-süd-richtung verläuft.

Dadurch wird die oberseite zur neuen Unterseite und umgekehrt. oder wir können sie

um die symmetrieachse drehen, die in West-ost-richtung verläuft. Dadurch wird auch

die oberseite zur neuen Unterseite, aber gleichzeitig wird das fußende zum neuen kopf-

ende. Drittens können wir die matratze um 180° um die Achse drehen, die senkrecht zur

matratze steht und durch deren mittelpunkt führt. Dadurch bleibt die oberseite erhalten,

aber das kopfende wird zum neuen fußende. schließlich können wir die matratze gar

nicht bewegen. natürlich mag es seltsam erscheinen, die »nicht-Bewegung« Bewegung zu

nennen, aber wir wollen das trotzdem hier so stehen lassen; später wird dieser Punkt

ganz klar werden.

Wir stellen uns vor, wir hätten mit der matratze einige solche Wendemanöver durch-

geführt, und lassen sie für den moment liegen, denn die Art von Algebra, die in ihr steckt

und auf die wir bald zurückkommen werden, ist relativ modern. zuerst wagen wir einen

kurzen Blick weiter zurück auf die Algebra, wie sie vor der »matratzen-mathematik« üb-

lich gewesen ist. für viele menschen hat das Wort »Algebra« einen schalen Beigeschmack,

weil in unzähligen schulstunden zu diesem thema unzählige schülerinnen und schüler

nicht allzu viel verstanden haben. »ist das nicht das mit den Buchstaben?«, fragte mich

kürzlich ein nachbar, als ich mich erkundigte, ob er noch etwas über Algebra wisse. in

der tat legen viele menschen diese Disziplin in dem regalfach ab, in dem zermürbendes

rechnen mit Unbekannten in gleichungen stattfindet. Und dort verstaubt sie dann nicht

selten. Wir wollen versuchen, die schublade zu öffnen und ein wenig zu lüften …

Das Wort »Algebra« stammt von arabisch al-ğabr, »das ergänzen«. Der arabische mathe-

matiker al-chwarizmi, der im 9. nachchristlichen Jahrhundert in Bagdad wirkte, verfasste

ein standardwerk über Algebra, das kurz gefasste Buch über die rechenverfahren durch er-

gänzen und Ausgleichen, in welchem er ältere methoden, vor allem aus griechenland und

indien, ergänzte und verfeinerte. grob kann man die klassische von der modernen Al-

gebra folgendermaßen unterscheiden: Während es in der klassischen Algebra vor allem

um den Umgang mit gleichungen und die eigenschaften ihrer lösungen geht, widmet

sich die moderne Algebra dem Wenden von matratzen. Das ist natürlich ebenso über-

spitzt wie falsch. Wir wollen das trotzdem zunächst genauso wie die matratze liegen las-

sen und später präzisierend darauf zurückkommen.
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gleichungen sind in der wissenschaftlichen Welt von fundamentaler Bedeutung. Und es

gab in der geschichte der mathematik von jeher mindestens zwei gute Beweggründe,

sich mit dem lösen von gleichungen zu befassen: einerseits begegneten den menschen

immer wieder gleichungen in Anwendungsbereichen. Und das war seit den ersten

menschlichen hochkulturen der fall. seien es nun fragen der landvermessung, der Ar-

chitektur oder der Astronomie, seien es fragen des handels oder des erbrechts, immer

wieder tauchten gleichungen wie drängende fragen auf, die nach einer Antwort verlang-

ten. Andererseits war das lösen von gleichungen natürlich immer auch einfach eine he-

rausforderung, der man sich stellen wollte. Und es war ja auch immer denkbar, dass sich

plötzlich praktische Aufgaben ergeben könnten, die genau diese Art von gleichungsauf-

lösung nötig machten. Das ist heute nicht anders. Wer das verhalten einer epidemie mo-

dellieren und prognostizieren will, löst gleichungen. Wer mit computern schnittbilder

durch menschliche körperteile herstellen will, löst gleichungen. Wer die steuerung einer

stauwerkregulierung berechnen will, löst gleichungen. Wer das schwingungsverhalten

von gebäude- oder maschinenteilen analysieren will, löst gleichungen. Und diese Bei-

spiele ließen sich endlos fortsetzen. natürlich waren früher die Anwendungen anders,

meist auch weniger komplex. Aber das ändert nichts an der tatsache, dass man schon

früher gleichungen lösen musste, wenn auch einfachere als heute.

Die einfachsten gleichungen sind die linearen Gleichungen. eine gleichung wie

legt uns keine großen hindernisse in den Weg. man kann die beiden seiten als gleich

große gewichte auf den beiden schalen einer altmodischen Apothekerwaage auffassen.

indem man dann auf beiden Waagschalen immer gleich viel addiert oder subtrahiert,

kann man eine situation erreichen, in der auf der einen schale nur x allein und auf der

anderen nur gegebene zahlen »liegen«; auf diese Weise hat man nach der Unbekannten

aufgelöst. in unserem Beispiel sähe das so aus:
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Und dieses vorgehen ist bei allen linearen gleichungen möglich. übrigens ist das konse-

quente Darstellen einer gleichung in formelsprache mit (zum Beispiel) dem Buchstaben

x als Unbekannte noch gar nicht so alt ist. zu verdanken haben wir diese ökonomische

und übersichtliche notation vor allem dem französischen Philosophen und mathemati-

ker rené Descartes, der sie in seiner erstmals 1637 veröffentlichten Abhandlung discours

de la méthode eingeführt hat. Da wir heute darauf keinesfalls mehr verzichten möchten,

stellen wir im folgenden gleichungen modern dar und eben nicht in der schwerfälligen

Art, wie sie in derjenigen zeit notiert wurden, aus der sie stammen.

etwas mehr Widerstand setzte die quadratische gleichung den antiken forschern entge-

gen. Bei einer gleichung wie

ist zunächst unklar, wie man nach der Unbekannten auflösen soll, da diese an zwei stellen

und zudem mit unterschiedlichen exponenten auftaucht. eine glänzende idee, die schon

al-chwarizmi gekannt hat, besteht darin, die linke seite einer quadratischen ergänzung zu

unterwerfen.
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Dazu interpretieren wir die gleichung geometrisch und stellen x2 durch ein Quadrat mit

seitenlänge x dar. freilich geht das nur, wenn man eine positive lösung erwartet, und

das war eben zu al-chwarizmis zeiten der fall. Den summanden 6x müssen wir konse-

quenterweise ebenfalls geometrisch deuten, und wir tun das, indem wir ihn halbieren

und an das Quadrat zwei kongruente rechtecke mit den seitenlangen 3 und x anbauen.

nun macht die Abbildung eindrücklich klar: Wenn wir in der ecke oben rechts ein kleines

Quadrat hinzufügen dürften, dann würde dieses unsere figur zu einem großen Quadrat

ergänzen. Und das zu ergänzende kleine Quadrat müsste den flächeninhalt 9 = 32 haben.

Wenn wir also auf jeder der beiden seiten der gleichung 32 addieren, dann wird die linke

seite gerade ein Quadrat sein, nämlich das Quadrat mit seitenlänge x+3.

Diesen schritt nennt man quadratisches ergänzen, und er legitimiert die folgende

Umformung:

Wir finden also, dass die gleichung zwei lösungen hat, nämlich 1.5 und –7.5.

nach der erfolgreichen lösung der quadratischen gleichung verstrichen viele Jahrhun-

derte, bis es endlich gelang, die »nächstschwierigere« zu lösen: die kubische gleichung,

bei der die Unbekannte in der ersten, zweiten und auch noch dritten Potenz vorkommen

kann wie etwa in diesem Beispiel:

Die geschichte um diesen erheblichen algebraischen fortschritt ist so spannend, dass sie

hier kurz nachgezeichnet werden soll. Ausführlich findet man sie etwa in dem überaus

empfehlenswerten Buch der rechenmeister von Dieter Jörgensen.

venedig, 17. Januar 1535. niccolò tartaglia wusste, was ihm blühte, als er überall an den

mauern die rötlichen zettel aufgehängt sah. ein gewisser Antonio maria fior forderte

ihn zum Wettkampf heraus, und die gepflogenheiten wollten es, dass der verlierer be-

ruflich erledigt sei und die stadt verlassen müsse und dass die kunde von dieser schmach

sich in wenigen tagen bis nach rom ausbreite.

mathematische Duelle waren damals üblich, ganz im gegensatz zu heute. tartaglia

hatte sich selbst schon in verona solchen Wettkämpfen stellen müssen, war bisher aber

immer als sieger daraus hervorgegangen. Jetzt war er ein bekannter venezianischer rechen-

meister und Privatlehrer und hatte einiges zu verlieren, seinen ruf, seine rechenaufträge,

seinen ganzen lebensunterhalt. im februar 1512 hatten die franzosen seine geburtsstadt
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Brescia geplündert und den knaben mit mehreren schwerthieben ins gesicht so stark ver-

unstaltet, dass er eine zeitlang kaum mehr sprechen konnte und später stotterte. Das hatte

ihm den Beinamen »tartaglia«, der stotterer, eingetragen. fior dagegen war völlig unbekannt.

er war ein schüler von scipione del ferro, einem Professor für mathematik in Bologna, und

er hatte das glück, dass dieser ihm auf dem sterbebett die lösung einer Aufgabe anvertraute,

die bis dahin noch kein mensch lösen konnte. mit diesem geheimwissen im gepäck konnte

fior den rechenmeister tartaglia leicht herausfordern; fior konnte sich praktisch sicher

sein, dass er den Wettkampf gewinnen und damit den ungeliebten konkurrenten aus vene-

dig vertreiben würde, um dann an seiner stelle lukrative rechenaufträge zu erhalten.

Jeder stellte dem anderen dreißig Aufgaben, die am stichtag unter den Augen eines

notars jedem kombattanten in einem versiegelten kuvert überreicht wurden. Doch wäh-

rend tartaglias Aufgaben nicht besonders anspruchsvoll waren und mit der damals bekann-

ten mathematik (etwa der Summa von luca Pacioli) gelöst werden konnten, stellte fior

dreißig Aufgaben vom selben typ. ein kubus und einige seiner seiten sind gleich einer

zahl: x3 + p·x = q. immer wieder. Dreißig mal. Und das war genau die Art von Aufgabe, die

bis dahin noch kein mensch lösen konnte (bis auf fior und seinen verstorbenen Professor).

es war einzig bekannt, dass sich jede kubische gleichung durch eine geeignete substitution

so umarbeiten lässt, dass nachher kein quadratischer summand darin vorkommt.

tartaglia schäumte vor Wut, als er die Aufgaben las, galten sie doch zu jener zeit als

unlösbar; selbst luca Pacioli hatte das nur Jahre zuvor noch in seiner Summa festgehalten.

tartaglia schaffte es aber, in den dreißig tagen, die den beiden zur verfügung standen, alle

Aufgaben zu lösen, während fior keine einzige der ihm gestellten Aufgaben bewältigte.

Die idee, die tartaglia benutzte, war eine Weiterführung des quadratischen ergän-

zens, mit dem sich quadratische gleichungen lösen lassen. er erfand eine Art kubisches

ergänzen, das heißt, er interpretierte die summanden x3 + p·x als teile eines Würfels und

ergänzte diesen dann entsprechend. Der Würfel besteht aus dem kleineren Würfel x3,

drei daran angelagerten identischen Quadern, deren eine seitenlänge x beträgt und die

zusammen p·x ergeben, sowie dem fehlenden kleinen Würfel.
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tartaglia konnte daraus verschiedene gleichungen ablesen und schließlich die folgende

formel herleiten:

es muss aber betont werden, dass ein wirklich sauberer mathematischer Umgang mit die-

ser formel komplexe Zahlen nötig macht, die hier allerdings zu weit führen würden. Au-

ßerdem ist diese formel heute im computer-zeitalter eigentlich entbehrlich geworden.

Jetzt, da praktisch unbegrenzte rechenleistung zur verfügung steht, werden solche glei-

chungen numerisch gelöst, also mithilfe von Algorithmen, die sehr schnell gegen eine

lösung konvergieren und diese dann mit hoher genauigkeit ausspucken.

es ist nachträglich nicht mehr einfach, die geschehnisse im 16. Jahrhundert mit letzter

sicherheit nachzuzeichnen. Das folgende gilt aber als einigermaßen gesichert: Antonio

maria fior hatte die lösung der kubischen gleichung nicht selbst erarbeitet, sondern sie

von seinem lehrer erhalten. niccolò tartaglia hingegen scheint die gleichung selbststän-

dig und unabhängig von del ferro gelöst zu haben, und zwar gerade einmal acht tage

vor dem öffentlichen Duell, zu dem er von fior herausgefordert worden war. Der italie-

nische mathematiker und Universalgelehrte gerolamo cardano (1501–1576) hat tartaglia

die lösung unter leistung eines schweigegelübdes entlockt, sie dann aber 1545 in seinem

hauptwerk Ars magna dennoch veröffentlicht. zu seiner ehrenrettung muss allerdings er-

gänzt werden, dass er die vorgeschichte, die zu dieser lösung führte, ausführlich erwähnt

hat. in der Ars magna heißt es nämlich:

»scipio ferro aus Bologna entdeckte vor etwa dreißig Jahren den inhalt des folgen-

den kapitels und machte dem Antonio maria fior davon mitteilung. Als fior einst-

mals mit nic. tartaglia aus Brescia einen Wettkampf hatte, gab er diesem dadurch

gelegenheit, selbst die gleiche entdeckung zu machen. von tartaglia erhielt ich die

mitteilung, unter vorenthaltung eines Beweises. veranlasst durch diese Anregung,

suchte ich nach einem Beweise und werde nunmehr die für die einzelfälle von mir

mit großer Anstrengung ersonnenen Beweise vorführen.«

in der folge entflammte ein viele Jahre währender streit zwischen cardano und tartaglia.

Der hitzige tartaglia überschüttete cardano mit vorwürfen, während dieser die verteidi-

gung seiner Position meist seinem schüler lodovico ferrari überließ. Den im laufe dieses

Disputs angesammelten veröffentlichungen verdanken wir vor allem unsere kenntnisse

darüber, wie es gelang, was in den Jahrtausenden vorher niemand geschafft hatte.

Dieses stück mathematikgeschichte bietet alle facetten von schönheit: Die entdeckung

hat eine große tragweite, weil zum ersten mal überhaupt kubische gleichungen lösbar wur-

den. sie hat eine hohe emotionale Wirksamkeit, weil es um den letztlich siegreichen intel-

lektuellen kraftakt in einer fast aussichtslosen situation geht. sie bietet die möglichkeit,

absolute klarheit und tiefes verstehen zu erlangen. Und sie erzeugt Bewunderung für den

sicheren spürsinn, mit dem ein glänzender mathematiker eine bewährte methode in eine

höhere Dimension übertragen konnte. Die Algebra, damals noch immer im lösen von glei-

chungen verhaftet, hat also im 16. Jahrhundert einen bedeutenden schritt vorwärts gemacht,

aber wir sind noch immer eine gute strecke entfernt von der matratzen-mathematik.
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Alle gleichungen, die wir bisher untersucht haben, nennt man »Polynomgleichungen«.

solche können immer so umgebaut werden, dass sie auf der einen seite aus der zahl 0

und auf der anderen aus einer summe von reellen vielfachen von natürlichen Potenzen

der Unbekannten bestehen. Der höchste vorkommende exponent wird dabei »grad« der

Polynomgleichung genannt. Die lineare gleichung ist also eine Polynomgleichung vom

grad 1, und wir haben gesehen, dass ihre lösung immer trivial ist. eine quadratische

gleichung ist demzufolge eine Polynomgleichung vom grad 2, und wir haben uns über-

zeugen können, dass jede solche mithilfe des quadratischen ergänzens gelöst werden

kann. Dank tartaglia und seinen zeitgenossen wissen wir nun auch, wie man Polynom-

gleichungen vom grad 3 lösen kann. Wie steht es um die Polynomgleichung vom grad 4,

die »quartische gleichung«? Und wie ist es mit gleichungen noch höheren grades? fünf-

ten grades? sechsten grades? zunächst einmal sollten wir festhalten, dass es Polynom-

gleichungen beliebig hohen grades gibt, die man lösen kann. Beispielsweise kann man

die Polynomgleichung fünften grades

durchaus mit wenig Aufwand lösen. man kann die linke seite nämlich faktorisieren in:

Und somit ist dieser term genau dann gleich null, wenn wir für x entweder –1 oder 1 ein-

setzen. Die entscheidende frage ist aber nicht, ob wir in der lage sind, einzelne gleichungen

vom grad 5 zu lösen, sondern ob jede Polynomgleichung eines bestimmten grades mit

derselben formel geknackt werden kann. einzelne gleichungen können immer einfach

sein; eine fortsetzung der bisherigen erfolge müsste aber heißen, dass wir formeln gene-

rieren können, die jeweils jede nur denkbare gleichung eines bestimmten grades lösen kann.

Dazu gibt es eine gute und viele schlechte nachrichten. kurz nach der kubischen gleichung,

also der Polynomgleichung dritten grades, wurde auch die quartische gleichung geknackt,

ebenfalls in italien. Die erste geschlossene lösung für gleichungen der Art

wurde vom italienischen mathematiker lodovico ferrari (1522–1565) entwickelt. sein leh-

rer gerolamo cardano publizierte sie in seinem standardwerk Ars magna zusammen mit

der von del ferro und tartgalia entwickelten methode zur lösung der kubischen glei-

chung. Und natürlich war damit der hunger noch lange nicht gestillt: konnte man auch

für Polynomgleichungen noch höheren grades formeln finden?

Diese spannende frage blieb für lange zeit unbeantwortet. Um 1770 veröffentlichte der

schweizer mathematiker leonhard euler (1707–1783) seine Vollständige Anleitung zur Al-

gebra. sie ist noch heute sehr lesenswert und fasst das gesamte algebraische Wissen der

damaligen zeit auf didaktisch gut aufbereitete Weise zusammen. mit über hunderttau-

send verkauften exemplaren gehörte dieses zweibändige lehrbuch zu den erfolgreichsten

mathematischen Publikationen seiner zeit. interessant ist, wie euler damals die Algebra

beschrieb, denn das zeigt deutlich, dass wir noch immer nicht bei der matratzen-mathe-

matik angekommen sind:

93



»Die haupt-Absicht der Algebra so wie aller theile der mathematic ist dahin gerich-

tet, daß man den Werth solcher größen, die bisher unbekant gewesen bestimmen

möge, welches aus genauer erwegung der Bedingungen, welche dabey vorgeschrieben

und durch bekante größen ausgedrückt werden, geschehen muß. Dahero die Algebra

auch also beschrieben wird, daß darinnen gezeigt werde wie man aus bekanten grö-

ßen unbekante ausfindig machen könne.«

Das lösen von gleichungen stand also im zentrum der Algebra. euler schloss sein Werk

mit der Bemerkung, dass er bei allen angesprochenen fragen genügend gelegenheit ge-

funden habe, die »vornehmsten kunstgriffe zu erklären«, welche bisher in der Algebra

Anwendung gefunden hätten. noch immer allerdings war die frage unbeantwortet, wie

es wohl um das lösen von Polynomgleichungen fünften und höheren grades steht. kann

man sie ebenfalls mit geschlossenen formeln lösen, die allein aus rationalen zahlen, den

vier grundoperationen und Wurzelausdrücken aufgebaut sind?

leider muss das verneint werden. im Jahr 1799, 16 Jahre nach eulers tod, versuchte

der italienische mathematiker Paolo ruffini zu beweisen, dass Polynomgleichungen fünf-

ten und höheren grades nicht mehr durch »radikale« aufgelöst werden können. Darunter

versteht man geschlossene terme, die allein aus rationalen zahlen, den vier grundope-

rationen und Wurzeln zusammengebaut sind, also genau aus denjenigen Dingen, die man

sich in einer Auflösungsformel wünscht. natürlich gibt es, wie oben erwähnt, immer Bei-

spiele solcher gleichungen, die elementar sind, aber es gibt offenbar keine formel, die

sämtliche gleichungen dieses typs aufzulösen vermag. es scheint so zu sein, dass die kraft

der formalen Auflösung nach grad 4 an eine grundsätzliche grenze stößt.

Der Beweis von ruffini stellte sich als lückenhaft heraus, weshalb eine weitere Beschäfti-

gung mit dieser Problemstellung nötig wurde. ein vollständiger Beweis gelang erst 25 Jahre

später dem norwegischen mathematiker niels henrik Abel. Darum nennt man den satz,

der die prinzipielle Unlösbarkeit von Polynomgleichungen fünften und höheren grades

durch geschlossene formeln feststellt, »satz von Abel-ruffini«. Damit ist vieles geklärt:

Polynomgleichungen ersten, zweiten, dritten und vierten grades kann man – wenn auch

mit zunehmender komplexität – durch geschlossene formeln lösen, die allein mit ratio-

nalen zahlen sowie den vier grundoperationen und Wurzelbildungen auskommen. Ab

grad 5 ist das prinzipiell nicht mehr möglich, auch wenn in einzelfällen natürlich immer

wieder lösungsformeln gefunden werden können. Die Algebraiker haben also alles aus

den Auflösungsformeln herausgeholt, was möglich ist. Als krönenden Abschluss bewies

carl friedrich gauß in seiner Dissertation (1799) den »fundamentalsatz der Algebra«. er

besagt, dass auf dem körper der komplexen zahlen jedes Polynom in linearfaktoren zer-

fällt. Was das heißen soll? nun, das muss an dieser stelle noch etwas schwammig bleiben.

es bedeutet, dass jede Polynomgleichung vom grad n als Produkt von n linearen faktoren

geschrieben werden kann, allerdings nur, wenn man komplexe zahlen zulässt. zum Bei-

spiel kann die Polynomgleichung dritten grades

folgendermaßen in lineare faktoren aufgespalten werden:
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woraus sofort ersichtlich ist, dass sie genau drei lösungen besitzt, nämlich die zahlen 2,

–1 und –3. gauß gelang es zu beweisen, dass eine Polynomgleichung stets genauso viele

(nicht notwendigerweise verschiedene) linearfaktoren und damit lösungen besitzt, wie

es der grad der gleichung anzeigt. nur stimmt das eben nicht, solange wir unser rechnen

auf reelle zahlen beschränken. Wir müssten dazu in die Welt der komplexen zahlen ein-

tauchen, aber darauf wollen wir hier verzichten.

Jetzt ist es höchste zeit, zu der matratze zurückzukehren. Wir erinnern uns:

Die matratze verläuft in nord-süd-richtung. Wir stehen am südlichen ende und wollen

die matratze wenden. es gibt vier verschiedene Wendemanöver, die wir mit der matratze

durchführen können, wenn sie am ende wieder korrekt im Bettrahmen liegen soll. Wir

können sie um die symmetrieachse drehen, die genau in nord-süd-richtung verläuft.

Dadurch wird die oberseite zur neuen Unterseite und umgekehrt; und wir nennen dieses

manöver L (längs). oder wir können sie um die symmetrieachse drehen, die in West-

ost-richtung verläuft. Dadurch wird auch die oberseite zur neuen Unterseite, aber gleich-

zeitig wird das fußende zum neuen kopfende; und wir nennen dieses manöver Q (Quer).
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Drittens können wir die matratze um 180° um die Achse drehen, die senkrecht zur mat-

ratze steht und durch deren mittelpunkt führt. Dadurch bleibt die oberseite erhalten,

aber das kopfende wird zum neuen fußende; wir nennen diese Bewegung R (rotation).

schließlich können wir die matratze gar nicht bewegen; wir nennen diese »Bewegung« I

(identität). All diese Wendemanöver sind – und das ist nun besonders wichtig – symme-

trieoperationen. Das bedeutet, dass die matratze nach einer solchen operation genauso

aussieht wie vorher und genauso korrekt im Bettrahmen liegt. ein Uneingeweihter, der

vor und nach einer solchen operation ins schlafzimmer geführt wird, könnte nicht sagen,

ob mit der matratze irgendein Wendemanöver durchgeführt worden ist oder nicht. Und

festhalten wollen wir auch noch, dass es abgesehen von den erwähnten vier Wendema-

növern keine weiteren symmetrieoperationen gibt.

Was geschieht, wenn wir zuerst l und dann wieder l anwenden? nun, dann wird die

matratze wieder in der ursprünglichen Position sein; statt erst l und dann l anzuwenden,

hätten wir also ebenso gut i anwenden können. Wir schreiben daher kurz: l○l=i, wobei

wir die operation »○« als das nacheinanderausführen zweier Bewegungen verstehen und

»matratzen-multiplikation« nennen wollen. Was geschieht, wenn wir l mit Q »matratzen-

multiplizieren«, also zuerst l und dann Q anwenden? Wenn wir es ausprobieren, sehen

wir, dass es genau der Bewegung r entspricht. Wir schreiben daher kurz: l○Q=r. Wenn

wir auf diese Weise alle möglichen »matratzen-multiplikationen« von zwei Wendemanö-

vern analysieren, so erhalten wir die folgende multiplikationstabelle:

Daran ist folgendes wesentlich: erstens: Wir haben es mit einer menge {i, l, Q, r} von

vier »Dingen« oder »objekten« zu tun. zweitens: Auf dieser menge ist eine operation er-

klärt. genauer noch: Die menge ist abgeschlossen unter der operation ○, was heißt, dass

das Anwenden der operation ○ auf zwei beliebige Dinge der menge wieder ein Ding die-

ser menge erzeugt. Drittens: Die menge enthält ein Neutralelement; darunter versteht

man ein Ding, welches – zu irgendeinem Ding der menge multipliziert – dieses Ding

nicht verändert. Diese etwas kryptische formulierung meint einfach, dass, wenn X ir-

gendein Ding der menge ist, dann i○X = X○i = X ist. Die identität i verhält sich also wie

die zahl 1 bei der gewöhnlichen multiplikation von zahlen: eine zahl wird durch mul-

tiplikation mit 1 nicht verändert. viertens: Jedes Ding der menge besitzt eine Inverse.

Das bedeutet: Wenn X irgendein Ding der menge ist, so gibt es ganz sicher ein element

Y der menge, sodass X○Y = i ist. Beispielsweise hat l die inverse l, weil l○l=i ist. über-

haupt ist in unserem matratzen-Beispiel jedes Ding seine eigene inverse, weil die Anwen-

dung irgendeines Wendemanövers auf die matratze mit demselben Wendemanöver

rückgängig gemacht werden kann.

eine struktur mit diesen eigenschaften nennt man in der mathematik eine »gruppe«.

(es müsste allerdings noch gefordert werden, dass die operation »assoziativ« ist, aber das
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ist für unsere zwecke nicht so wichtig.) Das konstrukt einer gruppe mag auf den ersten

Blick abstrakt und daher wenig brauchbar erscheinen. Aber gerade der Abstraktheit und

einfachheit wegen hat es nebst der matratzen-mathematik besonders viele Anwendungen.

hier sind nur wenige Beispiele, die das verdeutlichen sollen:

Die gesamtheit aller ganzen zahlen bildet zusammen mit der Addition eine gruppe.

Die menge der ganzen zahlen ist sicherlich abgeschlossen unter Addition, weil die

summe von zwei ganzen zahlen wieder eine ganze zahl ist. Das neutralelement bezüg-

lich dieser operation ist die zahl 0, und jede ganze zahl z hat eine inverse, nämlich –z.

Die gesamtheit aller rationalen zahlen außer 0 zusammen mit der gewöhnlichen multi-

plikation und dem neutralelement 1 bildet ebenfalls eine gruppe. Die 0 muss man aus-

schließen, weil sie bezüglich multiplikation keine inverse hat; es gibt ja keine rationale

zahl r, für die r·0 = 1 wäre. Auch die menge aller Bewegungen eines rubik-Würfels ist

eine gruppe; und genau darum eignet sich die gruppentheorie hervorragend, um dieses

spiel zu untersuchen. Betrachten wir des Weiteren das Pentagramm, mit dem faust den

mephisto gebannt hat, so gibt es offenbar 10 symmetrieabbildungen, welche die figur

unverändert lassen, nämlich 5 Drehungen um den mittelpunkt, deren Drehwinkel ein

vielfaches von 360°/5 sind, und zudem 5 spiegelungen an den geraden, die den mittel-

punkt mit den ecken verbinden.

Die menge all dieser symmetrieabbildungen ist eine gruppe, wenn wir als operation

das hintereinanderausführen von zwei symmetrieabbildungen verstehen. Und falls wir

die symmetrien der figur nicht kennen würden, so würde diese gruppe darüber Aus-

kunft geben. tatsächlich lassen sich symmetrien in der mathematik vortrefflich mithilfe

von gruppen beschreiben. Als »symmetriegruppe« eines geometrischen objekts bezeich-

net man die menge aller kongruenzabbildungen, die das objekt auf sich selbst abbilden.
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schließlich haben wir das matratzen-Beispiel; die gruppe {l, Q, r, i} zusammen mit der

oben beschriebenen operation nennt man »klein’sche vierergruppe«, weil der deutsche

mathematiker felix klein sie 1884 in seinen vorlesungen vorgestellt hat. sie ist die kleinste

nichtzyklische gruppe, was bedeutet, dass es unmöglich ist, ihre vier elemente aus einem

einzigen dieser elemente durch mehrfachanwendung der operation zu erzeugen.

gruppentheorie ist für die moderne mathematik sehr wichtig, denn man kann in einer

einheitlichen sprache sowohl geometrische sachverhalte (wie etwa symmetrien) als auch

algebraische regeln ausdrücken. Anwendungen gibt es unzählige, auch in der chemie,

der Physik, der kristallografie und anderen gebieten. für uns stellt sich aber eine andere

frage: Was genau hat diese »matratzen-mathematik« mit Algebra zu tun?

Dazu blenden wir kurz zurück: 1799 hat gauß den fundamentalsatz bewiesen. zuvor

haben die Algebraiker nachgewiesen, dass Polynomgleichungen vom grad 1, 2, 3 oder 4 mit

formeln (radikalen) aufgelöst werden können, dass das aber grundsätzlich nicht mehr geht,

sobald der grad 5 oder höher ist. gleichwohl haben wir gesehen, dass einzelne gleichungen

höheren grades durchaus einfach gelöst werden können, aber es gibt keine formel für sämt-

liche fälle. es stellt sich also die frage, unter welcher Bedingung eine gleichung mit radikalen

aufgelöst werden kann. Wie kann man das einer konkreten gleichung ansehen? Auf diese

frage konnte der französische mathematiker Évariste galois (1811–1832) eine besonders ele-

gante und überraschende Antwort geben. Allerdings hatte er dazu fast keine zeit …

im morgengrauen des 30. mai 1832 fand sich galois am vereinbarten ort zu einem Duell

ein, dessen Anlass wahrscheinlich die tochter eines am sanatorium »sieur faultrier« täti-

gen Arztes war. Dabei erlitt er einen Bauchdurchschuss, dem er tags darauf erlag. in der

nacht vor dem Duell hatte er ein manuskript überarbeitet, das alle seine forschungser-

gebnisse der vergangenen monate enthielt und daneben als randbemerkung den satz

»Je n’ai pas le temps« – so als hätte er seinen baldigen tod geahnt. in diesem manuskript

erschuf er eine völlig neuartige mathematik, indem er ein verfahren schilderte, mit dem

sich entscheiden lässt, ob eine gleichung durch radikale lösbar ist oder nicht. Die grund-

idee ist die folgende: galois gelang es, jeder gleichung eine bestimmte gruppe zuzuord-

nen, und zwar so, dass man der gruppe ansehen kann, ob die gleichung lösbar ist, und

gegebenenfalls sogar, mit welchen Wurzelgraden die lösung gelingen wird. Die techni-

schen Details können hier nur grob angedeutet werden: galois benutzte all jene aus den

lösungen x1, x2, … der gleichung bildbaren terme, deren Wert 0 ergibt, und suchte dann

vertauschungen (Permutationen) der lösungen, bei denen diese terme ihren Wert nicht

verändern. Die gesamtheit all dieser vertauschungen bildet die »galois-gruppe« der glei-

chung. Und dieser gruppe kann man all das ansehen, was im hinblick auf eine allfällige

Auflösung der gleichung charakteristisch ist.

man kann sagen, dass sich mit galois der Blick auf die Algebra vollkommen verändert

hat. Weg von dem konkreten schrittweisen Auflösen von gleichungen und hin zu der Un-

tersuchung von abstrakten strukturen wie etwa gruppen. seither werden in der mathe-

matik immer wieder typen von objekten in Beziehung gesetzt, die oberflächlich nichts

miteinander zu tun haben, die aber dank einer tiefer liegenden verwandtschaft aufschluss-

reiche Querbezüge ermöglichen – wie etwa gleichungen und gruppen. selten kann man

mathematische Umwälzungen so präzise datieren, aber hier können wir etwas zugespitzt

sagen, dass die moderne Algebra in der nacht auf den 30. mai 1832 ihren Anfang genom-

men hat: von der gleichungs- hin zur matratzen-mathematik.
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AUfg A Ben

7.1

Die folgende gleichung ist einfach zu lösen, obwohl es eine Polynomgleichung vom

grad 3 ist. können sie herausfinden, wie? x3 + x2 – 10x + 8 = 0 

7.2

können sie die gleichung x2 + 2x = 63 durch quadratisches ergänzen lösen?

7.3

Die erste Aufgabe, die fior dem armen tartaglia gestellt hat, war diese: x3 + x = 6

können sie sie mithilfe von tartaglias formel lösen?

7.4

Betrachten sie die menge m={0,1,2,3,…,11}. Wir führen auf ihr eine operation ○ ein, die

folgendes leistet: zwei zahlen werden »gewöhnlich« addiert, aber nachher wird von dieser

summe noch der rest nach Division durch 12 genommen. etwas mathematischer würde

man das so notieren: i○j := (i + j) mod 12

können sie beweisen, dass m zusammen mit der operation ○ eine gruppe ist? Was

wäre das neutralelement? Was wäre die inverse irgendeiner zahl aus m?
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